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基于插值细分的机械臂手眼标定算法
黄腾超，陈默含，冯勇建＊，夏荣菲
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摘要：由于固定视点下的工作平面大、相机畸变明显且采集环境复杂，机械臂与相机之间坐标耦合的标定精度不够，为
解决该问题，提出一种对图像坐标系与机械臂基 坐 标 系 进 行 直 接 标 定 的 方 法．该 方 法 通 过 对 采 集 到 的 标 定 点 进 行 插 值
细分拟合畸变曲线来消除相机畸变，构建图像坐 标 系 与 机 械 臂 基 坐 标 系 的 直 接 转 换 关 系．该 方 法 规 避 了 传 统 算 法 中 过
度依赖相机位姿矫正、畸变矫正等算法导致的误差问题，实现了平均误差在１ｍｍ以内的高效率、高精度手眼标定．
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　　机器视觉搭配机械臂的开发应用具有自动化、精
密化、智 能 化 等 特 点，近 年 来 被 广 泛 应 用 于 工 业 生 产
中．手眼标定作为机器臂匹配视觉系统必不可少的一
环，其 算 法 的 精 确 性、稳 定 性 和 高 效 性 决 定 了 机 械 臂
在工 业 生 产 中 的 适 用 性 和 智 能 化 程 度．然 而，传 统 标
定算法［１－４］通常是对已知规格标定板上的特征点进行
二维图像坐标与三维空间坐标定位，通过计算得到相
机焦距、畸变系数、像素实际大小、图像主点等内部参
数（内参），以及相机三维旋转角度和偏移量等相机位
姿外部参数（外参）．利用相机内参对畸变模型的泰勒
级数 展 开 进 行 拟 合，得 到 消 除 畸 变 的 真 实 图 像 信 息；
再将真实图 像 与 外 参 构 建 的 旋 转 矩 阵 和 平 移 矩 阵 进
行矩阵耦合运算，确定相机坐标系与世界坐标系的关
系．这 种 算 法 虽 然 可 以 适 用 于 大 多 数 相 机 标 定，但 是
其标定精度 完 全 依 赖 初 始 的 相 机 内 参 以 及 旋 转 矩 阵
和平移矩阵的求解．相机焦距、畸变系数、旋转矩阵和
平移矩阵对 于 标 定 板 的 规 格 选 择 以 及 视 觉 主 点 的 定
位精度要求极高，而这些参数在求解过程中容易出现
误差．在大视场的环境条件下，相机内、外参数的求解
稍有误差，便对最后的标定精度影响很大．同时，传统
标定算法因为对矩阵求解速度的考量，仅考虑二阶以
内的 径 向 畸 变，使 得 在 畸 变 较 小 与 较 大 的 区 域 内，拟
合的畸变模型无法完全匹配固有存在的高阶畸变，从
而使标定结果出现不稳定的情况，导致无法预测的误
差．在 实 际 运 用 中，像 素 为 千 万 级 的 相 机 在 采 用 传 统
算法对１．５ｍ×０．７５ｍ的工作平面进行标定时，误差
精度一般在３～６ｍｍ之间［５］，无法满足工业生产的精
密性要求．
针对传统标定算法的不足之处，本文中提出一种
基于插值细 分 和 运 动 限 制 的 固 定 视 点 下 的 手 眼 标 定
算法．该算法利用机械臂做纵向与横向的自动增量运
动，对 目 标 区 域 的 位 置 信 息 进 行 采 集，并 细 化 标 定 区
域，通 过 插 值 逼 近 算 法 拟 合 畸 变 曲 线，使 得 标 定 平 面
的像素坐标 系 与 机 械 臂 基 坐 标 系 实 现 一 一 对 应 的 转
换关系，从而实现高精度的手眼标定．
１　标定原理
１．１　相机标定原理
机器视觉 处 理 定 位 问 题 时 的 关 键 在 于 从 相 机 获
取目标图像 的 信 息 中 计 算 出 三 维 空 间 物 体 的 几 何 信
息，以 此 对 图 像 中 的 目 标 进 行 重 构 和 识 别．由 于 空 间
中点的三维 几 何 位 置 与 其 在 图 像 中 的 对 应 点 之 间 的
相互关系是由相机的成像模型决定的，所以在标定过
程中，标定平面的选取和对成像模型的计算决定了标
定精度的水平．机器视觉系统中的手眼标定是为了获
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取图像坐标系 （ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ）与机械臂基坐标系 （ｘｒ，ｙｒ，
ｚｒ）以及世界坐标系 （ｘｗ，ｙｗ，ｚｗ）三 者 之 间 的 转 换 关
系．如图１所示，Ｏ为图像主点，Ｃｘ 、Ｃｙ 为主点图像坐
标，Ｓｘ 、Ｓｙ 为像素在世界坐标系的实际大小．在进行
手眼 标 定 时，若 机 械 臂 的 坐 标 系 固 定，且 具 有 较 高 的
精度和稳定性，可以将世界坐标系与机械臂基坐标系
二者作为一个整体进行考虑，即直接寻求图像坐标系
与机械臂基坐标系之间的转换关系［６］．
图１　坐标转换关系
Ｆｉｇ．１ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇ　ｒｅｌａｔｉｏｎｓ
１．２　相机畸变模型
相机镜头 上 光 学 透 镜 固 有 的 透 视 失 真 引 起 的 图
像畸 变 常 见 的 有 径 向 畸 变 和 切 向 畸 变．但 研 究 表
明［７－９］，在校正模型中引入过多的畸变校正参数，可能
会增加计算的复杂性，导致计算结果不收敛而得不到
高精 度 的 标 定．一 般 情 况 下，相 机 的 切 向 畸 变 主 要 是
因为镜头透镜与成像平面不平行而产生的，镜头模组
上的 安 装 偏 差，会 导 致 采 集 图 像 平 面 的 偏 斜．但 是 在
实际操作 中，保 持 镜 头 与 工 作 平 面 近 乎 水 平 的 条 件
下，就可以避免明显的切向畸变产生．因此，在镜头与
工作 平 面 近 乎 水 平 的 条 件 下，引 入 切 向 畸 变 模 型，不
仅对提高手眼标定精度的作用不大，而且反而会增加
计算的复杂性，导致计算结果不收敛［１０］．因此，本文中
只考虑径向畸变模型．
径向畸变［１１］是沿着透镜半径方向分布的畸变，产
生原因是经过透镜的光线发生不同程度的偏折，而导
致图像点在 远 离 主 点 的 地 方 比 靠 近 主 点 的 地 方 产 生
更大的 径 向 位 移．如 图２所 示，根 据 产 生 径 向 位 移 的
正负向关系，径向畸变又分为桶形畸变和枕形畸变．
从图２可 知，径 向 畸 变 成 像 光 轴 中 心 不 产 生 畸
变，沿着镜头圆心向边缘移动，畸变越来越严重．畸变
的数学模型 可 以 用 主 点 周 围 的 泰 勒 级 数 展 开 式 的 前
几项 进 行 描 述，通 常 取 前 两 项，对 于 畸 变 严 重 的 镜 头
取３项或者 更 多 项．张 氏 标 定 法［１２－１３］提 出，畸 变 图 像
图２　枕型畸变（ａ）和桶型畸变（ｂ）
Ｆｉｇ．２ Ｐｉｎｃｕｓｈｉｏｎ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ（ａ）ａｎｄ　ｂａｒｒｅｌ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ（ｂ）
上某点的像素点坐标可表示为：
ｘｕ＝ｘｄ＋（ｘｄ－ｘｏ）（ｋ１ｒｄ＋ｋ２ｒｄ２＋…），
ｙｕ＝ｙｄ＋（ｙｄ－ｙｏ）（ｋ１ｒｄ＋ｋ２ｒｄ２＋…）．
其中 （ｘｄ，ｙｄ）为理想无畸变的图像像素点坐标，（ｘｏ，
ｙｏ）是畸变中心的坐标，ｋ１、ｋ２ 为一、二阶径向畸变参
数，ｒｄ＝ （ｘｄ－ｘｏ）２＋（ｙｄ－ｙｏ）槡 ２ 为畸变半径．
２　基于插值细分的手眼标定方法
通过上述对畸变模型的分析可知，影响标定精度
的因素主要为由光学透镜造成的径向畸变影响，而径
向畸变可以通过泰勒函数展开式逼近来描述；但是在
实际 工 作 中，只 能 在 误 差 允 许 的 范 围 内 取 有 限 阶，通
过高阶泰勒 函 数 逼 近 的 径 向 畸 变 模 型 只 能 近 似 于 真
实的 径 向 畸 变．因 此，泰 勒 多 项 式 阶 数 的 选 取 对 于 畸
变模 型 的 还 原 起 到 至 关 重 要 的 作 用．但 是，在 实 际 操
作中，依靠高阶泰勒多项式来还原采集图像中的径向
畸变，会 降 低 标 定 算 法 的 运 算 速 度，无 法 达 到 实 际 运
用中高效、精确的需求．
因此，在处理 径 向 畸 变 的 标 定 模 型 上，本 文 中 提
出一种基于密集标定点的插值细分算法．插值细分算
法易于产生性能良好的曲线曲面，且具有简洁高效和计
算速度快等优点，符合手眼标定中快速、精确的需求．
２．１　插值细分原理
插值 细 分 法［１５］：给 定 已 知 的 初 始 控 制 顶 点 集
Ｐ（０）＝｛ｐ（０）ｉ ∈Ｒｄ，ｉ＝０，１，…，２ｌ＋２｝，若Ｐ（ｌ）＝｛ｐ（ｌ）ｉ ∈
Ｒｄ，ｉ＝０，１，…，２ｌ＋２｝为第ｌ次细分后的控制顶点集，则
Ｐ（ｌ＋１）＝ ｛ｐ（ｌ＋１）ｉ ∈Ｒｄ，ｉ＝０，１，…，２ｌ＋２｝的生成规则为：
ｐ（ｌ＋１）２ｉ ＝ｐ（ｌ）ｉ ，－１＜ｉ＜２ｌｎ＋２，ｉ∈Ｚ，
ｐ（ｌ＋１）２ｉ＋１ ＝－ω（ｐ（ｌ）ｉ－１＋ｐ（ｌ）ｉ＋２）＋ ０．５＋（ ）ω （ｐ（ｌ）ｉ ＋ｐ（ｌ）ｉ＋１），
　－１＜ｉ＜２ｌｎ，ｉ∈Ｚ
烅
烄
烆 ．
其中，ω＝１／１６的极限曲线有较好的连续性．对于控制
顶点集的控制点进行相同的细分规则，获得新的插值
点，循环往复，通过ｌ次细分，便可获得２ｌｎ＋１个插值
·５９８·
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点．如图３所示，以曲线①中５点为控制顶点集，通过对
控制集进行一次插值可得到９个插值点构成的曲线②，
然后再以曲线②中各点作为控制顶点集，进行二次插值
则可获得１７个插值点构成的曲线③．根据插值细分法
的定理可知这些插值点收敛于一条极限曲线上［１６］．
图３　插值逼近示意图
Ｆｉｇ．３ Ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ　ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
插值细分 在 细 分 过 程 中 每 一 步 都 不 会 改 变 旧 控
制点的位置，故在用插值逼近畸变曲线处理径向畸变
的过程中，插值曲线经过每一次细分过程生成的控制
点并不替代原控制点的位置，保证曲线的真实性．
２．２　插值点生成
生成标定点控制顶点集，首先要对标定平面的标
定点进行采集，如图４（ａ）所 示，将 易 识 别 的 标 定 特 征
圆架接于 机 械 臂 末 端，并 控 制 机 械 臂 做 自 动 增 量 位
移，可 以 遵 循 先 横 后 纵 的 遍 历 方 式．机 械 臂 每 次 位 移
２ｃｍ，同时，用相机抓拍每一次位移的特征圆位置，利
用图像处理立即定位出标定特征圆的圆心图像坐标，
并访问机 械 臂 回 传 参 数，记 录 下 每 次 位 移 的 机 械 坐
标，采集到的点如图４（ｂ）所示．
图４　标定平面的标定点采集
Ｆｉｇ．４　Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔ　ａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ　ｐｌａｎｅ
由畸变模型可知，图像中水平直线和竖直直线上
的径向畸变曲线较为齐整，不会出现明显偏折．因此，
根据四点插值算法的细分规则，可对采集的标定点进
行细分，便可还原现实中在直线上的点对应于图像上
的畸变点．具体细分的步骤如下所述：
１）将采集到的图像坐标细分为若干个５×５的方
块，每个方块都可被定义为
Ｍ０ ＝
ｍ（０，０） … ｍ（０，４）
  
ｍ（４，０） … ｍ（４，４
熿
燀
燄
燅）
，
其中，ｍ（０，０）、ｍ（０，１）、…、ｍ（４，４） 为每个点对应 图 像 坐
标与机 械 臂 基 坐 标 的 矩 阵，即ｍ（ｉ，ｊ）＝ ［ｘｃ（ｉ，ｊ），ｙｃ（ｉ，ｊ），
ｘｒ（ｉ，ｊ），ｙｒ（ｉ，ｊ）］，（ｉ＝０，１，…，４，ｊ＝０，１，…，４）．
２）然后按行进行提取，则可获得５个点构成的控
制集
Ｐｉ（０）＝ ｛ｍ（ｉ，０），ｍ（ｉ，１），ｍ（ｉ，２），ｍ（ｉ，３），ｍ（ｉ，４）｝，（ｉ＝
０，１，…，４）．
３）根据插值细分原则，对５个控制集进行３次插
值，取第一行为例：
ｍ（ｌ＋１）（０，２ｊ）＝ｍ（ｌ）（０，ｊ），（ｊ＝０，１，…，２ｌ＋２），
ｍ（ｌ＋１）（０，２ｊ＋１）＝－ω（ｍ（ｌ）（０，ｊ＋１）＋ｍ（ｌ）（０，ｊ＋４））＋ ０．５＋（ ）ω
　（ｍ（ｌ）（０，ｊ＋２）＋ｍ（ｌ）（０，ｊ＋３）），（ｊ＝０，１，…，２ｌ＋２）
烅
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经过３次插值，每个控制集均可细分为出３３个插值点
Ｐ（３）ｉ ＝ ｛ｍ（ｉ，０），ｍ（ｉ，１），ｍ（ｉ，２），…，ｍ（ｉ，３２）｝，
　（ｉ＝０，１，…，４）．
４）将扩 充 的 插 值 点 重 新 归 纳，则 原 矩 阵 扩 充 为
５×３３的矩阵
Ｍ１ ＝
ｍ（０，０） … ｍ（０，３２）
  
ｍ（４，０） … ｍ（４，３２
熿
燀
燄
燅）
．
５）同理，对新矩阵Ｍ１ 的列进行插值细分，则有新
的３３个控制集数
Ｐｊ（０）＝ ｛ｍ（０，ｊ），ｍ（１，ｊ），ｍ（２，ｊ），ｍ（３，ｊ），ｍ（４，ｊ）｝，
　（ｊ＝０，１，…，３２），
继续进行细分，则可得扩充后的３３×３３矩阵
Ｍ２ ＝
ｍ（０，０） … ｍ（０，３２）
  
ｍ（３２，０） … ｍ（３２，３２
熿
燀
燄
燅）
．
因为对应标 定 点 之 间 距 离 较 小，所 以，经 过 插 值
算法，可 生 成 一 个 间 距 几 近 相 同 的 密 集 点 阵，其 中 每
个点都包含图像坐标与机械臂基坐标系，为方便调用
可保存于矩阵文件中．
由标定原理可知，手眼标定的关键在于如何求出
机械臂基坐标系与图像坐标的转换关系，根据微分原
理可 知，通 过 多 次 细 分 后，每 个 插 值 点 之 间 的 曲 线 可
近似 于 直 线．由 于 相 机 畸 变 模 型 的 曲 线 较 为 平 缓，所
以可以将３次细分后的密集标定点阵切分为１　０２９个
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２×２的区域 点 阵，如 图５，每 个 点 阵 内 区 域 可 用 线 性
关系求解．
图５　目标点落点定位
Ｆｉｇ．５ Ｌｏｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｏｂｊｅｃｔ　ｐｏｉｎｔｓ
当已知图像坐标系下Ｐ点的坐标 （ｘｃＰ，ｙｃＰ），要求
取在机械臂基坐标系中Ｐ点的坐标 （ｘｒＰ，ｙｒＰ）时，首先
通过分块区域定位图像坐标落在具体的２×２的点阵
中，然后取出该点阵，如图所示．根据线性方程
ｘｒＰ ＝ｘｒ（０，０）＋ ｘ
ｃ
Ｐ －ｘｃ（０，０）
ｘｃ（１，０）－ｘｃ（０，０）
（ｘｒ（１，０）－ｘｒ（０，０）），
ｙｒＰ ＝ｙｒ（０，０）＋ ｙ
ｃ
Ｐ －ｙｃ（０，０）
ｙｃ（０，１）－ｙｃ（０，０）
（ｙｒ（０，１）－ｙｒ（０，０）
烅
烄
烆
），
则可以求出图像中Ｐ 点 在 机 械 臂 基 坐 标 系 下 的 坐 标
（ｘｒＰ，ｙｒＰ）．
３　实验结果和分析
本次实验所用的机械臂型号为安川 ＭＯＴＯＭＡＮ－
ＭＨ２４机 械 臂，相 机 型 号 为 海 康 威 视 ＭＶ－ＣＥ１００－
３０ＧＭ面阵相机，易 识 别 的 特 征 圆 点 直 径 为４ｃｍ，采
集平面约为１５０ｃｍ×７０ｃｍ，图像大小为３　８４０像素×
２　７４８像 素，具 体 实 验 装 置 图 如 图６所 示．此 外，利 用
图６　实验装置图
Ｆｉｇ．６ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ
ＨＡＬＣＯＮ编写特征点识别程序，并通过Ｖｉｓｕａｌ　Ｓｔｕｄｉｏ
２０１７编写控制界面，两者联用完成数据采集和处理．
３．１　手眼标定实验
根据不同区域的畸变程度不同共设计３次实验，
每次分２０组，共 采 集２００个 标 定 点 进 行 标 定 误 差 计
算．第一次实验随机选取２０个区域，让机械臂在标定
区域内自由移动，每个区域取１０个目标点，计算平均
误差．此外，为验证插值算法拟合畸变的准确性，设计
第二次实验随机选取图像边缘畸变较大区域，而第三
次实验随机选取图像中心附近畸变较小区域．同第一
次实验 一 样，第 二、三 次 实 验 每 次 也 取２０个 区 域，每
个区域取１０次目标点．
同时，以传统 标 定 算 法 作 为 对 照 组 进 行 实 验，其
标定模板如图７所示．传统标定算法主要通过标定模
板计算相 机 内 部 焦 距、畸 变 系 数 等 参 数 还 原 畸 变 图
像，再 利 用 外 部 旋 转 矩 阵 和 平 移 矩 阵 矫 正 相 机 位 姿，
从而将相机坐标系与世界坐标系联系起来．此次传统
标定算法中的相机内、外参数由 ＨＡＬＣＯＮ自 带 标 定
程序计算得出，参数详见表１．
图７　标定模板图
Ｆｉｇ．７ Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ　ｔａｒｇｅｔ
表１　相机参数
Ｔａｂ．１　Ｃａｍｅｒａ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ
相机内参 相机外参
名称 数值 名称 数值
焦距ｆ／ｍｍ 　６０．３５３　Ｘ轴旋转角／（°） ３５９．９０５
畸变系数ｋ －２７．１６９　Ｙ 轴旋转角／（°） ０．０１２
像素大小Ｓｘ／μｍ　 ４０．２９２　Ｚ轴旋转角／（°） ３５９．９２１
像素大小Ｓｙ／μｍ　 ４０．３００　Ｘ方向平移量／ｍｍ　 ４．４９５
图像主点Ｃｘ １　９４８．００４　Ｙ 方向平移量／ｍｍ　 １．９１６
图像主点Ｃｙ １　１２９．１２１　Ｚ方向平移量／ｍｍ　 １．８９５
利用机器 臂 末 端 的 特 征 点 在 固 定 标 定 平 面 上 不
规则的增量运动，通过比对机械臂回传的自身位置坐
·７９８·
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标和图像识别转换后的位置坐标，计算出标定算法的
实际误差．设机械臂回传的真实位置坐标为 （ｘｒ，ｙｒ），
根据图像坐标转换的 位 置 坐 标 为 （ｘｔ，ｙｔ），用 二 维 欧
几里得距离Ｅ来表示误差，则
Ｅ＝ （ｘｒ－ｘｔ）２＋（ｙｒ－ｙｔ）槡 ２ ．
上述的误差是机械臂基坐标系上的误差，机械臂
每位 移 一 次，相 机 采 集 一 次 图 像，比 对 机 械 臂 回 传 的
位置坐标和 图 像 识 别 转 换 位 置 坐 标 计 算 一 次 实 验 误
差，设ｎ为采集次数，定义平均误差为：
＝ｎ－１∑
ｎ
ｉ＝１Ｅｉ．
３．２　实验数据和误差分析
通过平均误差计算公式，对实验数据进行标定精
度的 误 差 分 析，即 将 实 验 采 集 数 据 代 入 误 差 公 式．通
过对两种标定方法在不同标定区域的平均误差计算，
根据所得数据整理得出图８．由图８可知，插值细分法
的误差曲线较为平稳，而传统标定算法的误差曲线稳
定性较差．插值细分法的误差几乎都在１ｍｍ以内，而
传统标定方法误差分布在１．５～５ｍｍ之间，插值细分
法标定精度明显更高．
此外，由图８中传统标定法和插值细分算法在全
区域的误差曲线可以看出，６到１３组的误差明显高于
其他组．经分析，其原因是６到１３组的测试点都选取
在图像畸变严重的图像边缘．而对比图８（ａ）和图８（ｂ）
图８　平均标定误差
Ｆｉｇ．８ Ａｖｅｒａｇｅ　ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ　ｅｒｒｏｒ
中边缘区域 与 中 心 区 域 的 标 定 误 差 可 发 现 在 畸 变 严
重区 域，两 种 标 定 方 法 的 平 均 标 定 误 差 明 显 增 大．但
传统标定算法平均误差高达５ｍｍ，且十分不稳定．而
插值 细 分 法，虽 在 畸 变 明 显 的 区 域 误 差 略 有 增 大，但
其最 高 误 差 不 超 高１ ｍｍ，平 均 误 差 基 本 稳 定 在
０．３ｍｍ．实验证明基于差值细分的标定方法可以，其
标定精度满足实际的工程运用．
图９中（ａ）～（ｄ）为插值算法运用在工业点胶机械
臂上的实际效果图．图９（ａ）为图像处理的工件边框效
果图，通过对工件边框进行识别定位得到工件边框的
图像坐标，然后由插值标定算法的坐标转换将图像坐
标转换成机械坐标，并将数据传给机械臂．图９（ｂ）～
（ｄ）为实际 机 械 臂 在 工 件 边 框 涂 胶 的 效 果 图，可 以 看
出，胶枪走 的 路 径 与 图 像 识 别 规 划 的 边 框 路 径 基 本
一致．
图９　实际应用效果图
Ｆｉｇ．９ Ｐｒａｃｔｉｃａｌ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ
４　结　论
根据实验结果和实际应用效果，针对固定视点的
手眼标定系统，本文中提出的基于差值细分算法的标
定方法不仅能够简单快速地完成标定工作，还能减少
传统算法中存在的标定误差，标定精度在１ｍｍ以内．
该方法通过 机 械 臂 的 自 动 位 移 解 决 传 统 标 定 算 法 中
求取 相 机 内、外 参 数 的 繁 琐 步 骤，改 进 了 目 标 点 图 像
坐标系和机械臂基坐标系之间的转换方式，使标定更
加便捷、易操作，符合现代工业生产高效率、高精度的
需求．
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